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第2讲 瓜豆原理与费马点问题

一、 瓜豆原理

1. 轨迹为圆

❓思考一：

如图， 为 上一动点， 为顶点，连接 ， 为 中点，则点 的轨迹是？

OOOAAA PPPQQQ

【备注】

易证 ，相似比为 ， ，因此点 在以 为圆心， 

为半径的圆上运动

❓思考二：

如图， 是 上一动点， 为定点，连接 ，作 且 ，则点 运动的轨迹是？

【备注】
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考虑 ，可得 点轨迹圆心 满足

考虑 ，可得 点轨迹圆心 满足 ，且可得半径

即可确定圆 位置，任意时刻均有 ≌

❓思考三：

如图， 是 上一动点， 为定点，连接 ，以 为一边作等边 ，则点 的轨迹是？

【备注】

由 ，可得 点轨迹圆圆心 满足

由 ，可得 点轨迹圆圆心 满足 ，且半径 ，即 ≌

总结：

瓜豆原理两个必要条件：两个变量

①主动点、从动点到定点的  距离是定值  

②主动点、从动点与定点连线的  夹角是定角  

栗子一
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1. ★★
如图，已知正方形 的边长为 ，以点 为圆心， 为半径作圆， 是⊙ 上的任意一点，将点

绕点 按逆时针方向旋转 得到点 ，则线段 的长的最小值            ．

【答案】

【解析】如图，连接 ， ， ．

∵ ，

∴ ，

∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

∵ ，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∵正方形 的边长为 ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ 的最小值是 ，

故答案为： ．

【标注】【能力】分析和解决问题能力

2019年陕西西安未央区初三中考一模第14题3分
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【知识点】正方形的性质

【知识点】旋转性质综合应用

【知识点】旋转的性质

（ 1 ）

（ 2 ）

2. ★★
已知正方形 的边长为 ， 是 边的中点．

如图①，连接 ，则 的长为            ．

图

如图②，点 是正方形内一动点， ，连接 ，将线段 绕点 逆时针旋转 得

，则线段 长的最小值为            ．

图

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵四边形 是正方形，边长为 ，

∴ ， ，

∵点 是 的中点，

∴ ，

在 中， ．

故答案为： ．

以 为边向右作正方形 ，取 的中点 ，

连接 、 、 、 ，

2020~2021学年天津和平区初三上学期期末第18题3分
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∵四边形 和四边形 都是正方形，

∴ ， ，

∵点 是 的中点，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵线段 绕点 逆时针旋转 得到线段 ，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ，

∴ ，

∴点 在以点 为圆心， 为半径的圆上移动，

∴ ，

∴当且仅当 、 、 三点共线时线段 取得最小值，

∵ ，

∴在 中， ，

∴ 的最小值为 ．

故答案为： ．
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【标注】【知识点】圆与勾股

栗子二

3. ★★
如图，已知扇形 中， ， ， 是 的动点，以 为边作正方形 ，

当点 从点 移动到点 时，点 经过的路径长是            ．

【答案】

【解析】∵ 恒成立，且 为一定点，

由不动点原理，

为主动点， 为从动点，

∵动点 由动点 而来，那么动点 的轨迹也必然由动点 的轨迹而来，

∵ 的运动轨迹是一段圆弧，

∴ 的运动轨迹也是一段圆弧，

∵ ，

∴ 的运动轨迹 的运动轨迹，

，

．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为弧

2021年广东深圳福田区深圳市高级中学中考模拟（四）第14题3分

2. 轨迹为直线

❓思考一：

如图， 是直线 上一动点，连接 ，取 中点 ，在点 运动的过程中， 点轨迹是？



7

【备注】 分别过 、 向 作垂线，垂足分别为 、 ，在运动过程中，因为 ，所以

始终为 的一半，即 点到 的距离是定值，故 点轨迹是一条直线.

❓思考二：

如图， 是等腰直角三角形， 且 ，在点 运动的过程中， 点的轨迹

是？

 

【备注】 易得 与 夹角固定且比值为定值，因此 、 轨迹是同一种图形。确定轨迹为直线

后，可以任取两个时刻得 点的位置，连线即可，比如 点的起始位置和终点位置，连接

即得 点轨迹 .

栗子三

4. ★★★★
如图，在边长为 的等边 中， 是高 所在直线上的一个动点，连接 ，将线段 绕

点 逆时针旋转 得到 ，连接 ，则在点 运动的过程中，线段 长度的最小值

为            ．

2019~2020学年湖北武汉武昌区武昌区粮道街中学初三上学期期中第16题3分



8

【答案】

【解析】如图，取 的中点 ，连接 ，

∵旋转角是 ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

∵ 是等边 的对称轴，

∴ ，

∴ ，

又∵ 旋转到 ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴根据垂线段最短， 时， 最短，即 最短，

此时∵ ， ，

∴ ，

∴ .

【标注】【思想】数形结合思想
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【能力】推理论证能力

【能力】运算能力

【知识点】垂线段最短

【知识点】SAS

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

5. ★★★
如图，在平面直角坐标系中，已知 ，点 为线段 外一动点，且 ，点 为 轴上

一点．现在以 为中心，将 顺时针旋转 至 ，连接 ．

y

OOO x

求证： 为等边三角形．

当 轴， 时，求 的长．

当点 的坐标为 时，求线段 的最大值（直接写出结果即可）

y

OOO

备用图

x

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

．

．

【解析】（ 1 ）∵ 顺时针旋转至 到 ，

y

OOO x

∴ ， ，

2021年天津河西区初三中考一模第24题10分
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（ 2 ）

（ 3 ）

在 中， ， ，

∴ 为等边三角形．

当 轴， ，

∴ ， ，

在 中， ， ，

∴ ，

∴ ，

又∵

，

∴ ，

由题知 ，

∴

，

∴ 为直角三角形，

∴

，

∴ ．

将 绕点 顺时针旋转 ，得到 ，连接 ，

根据旋转不变性： ， ， ，

∴ 是等边三角形，

∴ ，

∵ ，

∴当 、 、 共线时， 的值最大，此时 在 的延长线上，

∴此时 在 点， ，

∴线段 的最大值为 ．

【标注】【知识点】利用三边关系求最值

栗子四

6. ★★★★
如图，在等边 中， ， ， ，点 从点 出发沿 方向运动，连接

，以 为边，在 的右侧按如图所示的方式作等边 ，当点 从点 运动到点 时，点 运

2019~2020学年北京通州区初二上学期期中第16题3分
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动的路径长是            ．

【答案】

【解析】如图，∵ 为等边三角形，

∴ ，

过 点作 ，则 ，

∴点 与点 重合，

∴ ， ，

∵ 为等边三角形，

∴ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴点 从点 运动到点 时，点 运动的路径为一条线段，此线段到 的距离为 ，

当点 在 点时，作等边三角形 ， ，则 ，

当点 在 点时，作等边三角形 ，作 于 ，则 ≌ ，所以

，

∴ ，

∴当点 从点 运动到点 时，点 运动的路径长为 ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为直线

二、 费马点问题

1. 费马点定义
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费马点：位于三角形  内     且到三角形三个顶点  距离之和最短  的点.

若给定一个三角形 的话，从这个三角形的费马点 到三角形的三个顶点 、 、 的距离之和

比从其它点算起的都要小；这个特殊点对于每个给定的三角形都只有  一  个.

2. 费马点的结论及证明

结论：

1、费马点到三角形三个顶点的距离之和    最短    

2、费马点连接三顶点所成的夹角皆为     120°      

证明：

如图一，在 内任取一点 ，连接 、 、

如图二， 将  绕点 旋转     得到   ，则 ≌

               连接 ，∵ ， ,

                ∴ 是  等边  三角形，则      ,      .

                ∴            .

如图三，当且仅当 、 、 、 四点  共线  时取等号，此时      =     

                ∴     ， 取到最小值     .

                ∴ 点 是 的费马点，且点 到三角形三个顶点的距离之和最小.

【备注】此外费马点还可以通过旋转 、 进行证明

3. 费马点的构造
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作法：

以 的任意两边为边分别向外做等边三角形，即以 为边向外作等边三角形 ,以 为边作

等边三角形 ，连接 、 交于 ，则 即为所求的费马点.

栗子五

A. B. C. D.

7. ★★★
模型结论：如图 ，正 内接于 ，点 是劣弧 上一点，可推出结论 ．

应用迁移：如图 ，在 中， ， ， ， 是 内一点，则

点 到 三个顶点的距离和的最小值为(　　)

【答案】D

【解析】解：模型结论： 将 绕 点顺时针旋转 ，

， ， ， ，

， ，

， ， 在一条直线上，

是等边三角形，

，

．

2019~2020学年浙江台州椒江区初三上学期期末
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应用迁移：如图 ：以 为边作等边 ，以 为边作等边 ．连接 、

，作 ，交 的延长线于 ．

和 是等边三角形，

， ， ，

，

，

，

，

当 、 、 、 四点共线时， 值最小，且 ，

， ， ，

，

，

．

， ，

，

，

点 到 三个顶点的距离和的最小值为 ，

故选：D．

【标注】【知识点】费马点



15

8. ★★★★
如图， 为正方形 对角线 上一动点，若 ，则 的最小值为            ．

【答案】 ．

【解析】如图将 绕点 顺时针旋转 得到 ，当 、 、 、 共线时，

最小．

理由：∵ ， ，

∴ 是等边三角形，

∴ ， ，

∴ ，

∴当 、 、 、 共线时， 最小，

作 交 的延长线于 ，

的延长线交 的延长线于 ，

则四边形 是矩形，在 中，

∵ ， ， ，

∴ ， ， ， ，

∴

 ．

∴ 的最小值为 ．

【标注】【知识点】利用三边关系解决的最短问题


